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高等数学公式手册

一、函数

1、定义

定义域内任何一个自变量对应唯一的函数值。两函数相等只要定义域和对应法则相同即

可。

2、表示方法

解析法、表格法、图像法。分段函数是一个函数，其定义域是各段定义域的并集、值域

是各段值域的并集。

3、性质

3.1 单调性

对定义域内一个区间 I ， 1 2 1 2, ,x x I x x  ，  f x 是增函数    1 2f x f x  ；  f x

是减函数    1 2f x f x  ；

 f x 是增（减）函数
     1 2

1 2
1 2

, 0 0
f x f x

x x
x x


   


 f x 是增（减）函数        1 2 1 2 1 2, 0 0x x x x f x f x       
3.2 奇偶性

对 定 义 域 内 任 意 x ，  f x 是 偶 函 数    f x f x   ；  f x 是 奇 函 数

   f x f x    .

偶函数图像关于轴对称，奇函数图像关于坐标原点对称。

3.3 周期性

对定义域内任意 x，存在非零常数T ，    = +f x f x T

若 ( ) ( )f x a f x b   ，则  f x 是周期函数，b a 是它的一个周期。

对于非零常数T ，  f x 满足    
1+ =f x T
f x

，则函数  y f x 的一个周期为 2T

若    
1+ =f x T
f x

 ，则函数  y f x 的一个周期为 2T

3.4 对称性

3.4.1 对称性的性质

 y f x 与  y f x  关于 x轴对称

 y f x 与  y f x  关于 y轴对称

 y f x 与  2y f a x  关于 x a 对称
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 y f x 与  2y a f x  关于 y a 对称

函数  y f x 满足 ( ) ( )f x a f b x   时，函数  y f x 的图像关于直线 =
2

a bx 

对称。

函数  y f x 满足 ( )+ ( )=f x a f b x c  时，函数  y f x 的图像关于点 ,
2 2

a b c 
 
 

对称。

函数 ( )y f a x  的图像与  y f b x  关于直线
2

b ax 
 对称。

3.4.2 对称性与周期性的关系

函 数 ( )y f x 满 足 ( ) ( )f a x f a x   ， ( ) ( )( )f b x f b x a b    ， 则 函 数

( )y f x 是周期函数，且 2 2b a 是一个周期。

已知函数 ( )y f x 对任意实数 x，都有 ( ) ( )f a x f x b   ，则 ( )y f x 是以 2a为
周期的函数。

3.5 有界性

对定义域内任意 x，  f x 有上界   1f x K  ,  f x 有下界   1f x K  ，  f x 有

界  f x M 

4、基本初等函数

4.1 幂函数
ny x

0n  在  0,x  单调递增，图像过坐标原点

0n  在  0,x  单调递减

4.2 指数函数   ,xy a x   ，

0 1a  ，  ,  单调递减， 0x  时 1, 0y x  时0 1y 

1a  ，  ,  单调递增， 0x  时0 1, 0y x   时 1y 

4.3 对数函数   log , 0,ay x x  

0 1a  ，在  0, 单调递减，0 1x  时 0, 1y x  时 0y 

1a  ，在  0, 单调递增，0 1x  时 0, 1y x  时 0y 

指数函数
xy a 与对数函数 logay x 互为反函数，它们的图象关于直线 y x 对称。

4.5 三角函数

4.5.1 基本三角函数性质
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值

域
周期 单调区间 奇偶性 对称中心 对称轴

 
siny x

x R



 1,1

2k

 0k 

+2k , 2
2 2

3+2 , 2
2 2

k

k k

  

  

    
   

增

减
奇偶数  ,0k 2

x k  

 
cosy x

x R



 1,1

2k

 0k 
 
 

+2k ,2

2 ,2

k

k k

  

  





增

减
偶函数

,0
2

k   
  x k

tan

2

y x

x k 



   
 

R
k

 0k 
+k +

2 2
k    

 
增 ，

奇函数 ,0
2
k 

 
 

无

4.5.2 三角函数的变换

平 移

变换

上 下 平

移

 y f x 图像平移 k 得  y f x k  图像， 0k  向上， 0k 

向下。

左 右 平

移

 y f x 图像平移  得  y f x   图像， 0  向左， 0 

向右。

伸 缩

变换

x 轴 方

向

 y f x 图像各点把横坐标变为原来 倍得
1y f x

   
 

的图

像。

y 轴 方

向
 y f x 图像各点纵坐标变为原来的 A倍得  y Af x 的图像。

对 称

变换

中 心 对

称

函数  y f x 与函数  y f x   的图像关于坐标原点对称；

 y f x 图 像 关 于 点  ,a b 对 称 图 像 的 解 析 式 是

 2 2y b f a x  

轴对称

函数  y f x 与函数  y x  的图象关于 y轴对称；

函数  y f x 与函数  y f x  的图象关于 x轴对称；

 y f x 图 象 关 于 直 线 x a 对 称 图 象 的 解 析 式 是

 2y f a x  ；

 y f x 的图象先保留  y f x 原来在 x轴上方的图象，作出

x轴下方的图象关于 x轴的对称图形，然后擦去 x轴下方的图象得

到；

 y f x 的图象先保留  y f x 在 y轴右边的图象，擦去 y轴

左方的图象，然后作出 y轴右方的图象关于 y轴的对称图形得到。
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函数

 siny A x  

 0, 0A  

的性质及其应用

siny x 的图象变为  siny A x b    的图象方法（先平移

后伸缩和先伸缩和平移两种方法

已知解析式确定函数性质

（ 先 将 函 数 化 为  siny A x   或

   cos 0, 0y A x A     

1. 关于三角函数奇偶性的重要结论：

若  siny A x   为奇函数，则  k k Z  

若  siny A x   为偶函数，则  
2

k k Z   

若  siny A x   为奇函数，则  
2

k k Z   

若  siny A x   为偶函数，则  k k Z  

若  siny A x   为奇函数，则  
2
k k Z   ，该函数不可

能为偶函数

4.6 反三角函数

arcsin arccos arctan arccot
2 2

x x x x 
   　　　

5、基本运算性质

5.1 指对幂的运算规则

5.1.1 正数的正分数指数幂： ( 0, , , 1)
m

n mna a a m n N n   且 ；

正数的负分数指数幂：
1 ( 0, , 1, )

m
n

n m
a na m n N

a



   且 ；

0的正分数指数幂等于 0；0 的负分数指数幂没有意义。

5.1.2 幂的运算性质：  , ( ) , nm n m n m n mn n na a a a a ab a b   其中 0, 0, ,a b m n R   。

如果  0, 1ba N a a   ，那么数b叫作以 a为底N 的对数，记作 logab N ，其中

a叫作对数的底数， N 叫作真数。

5.2 对数的性质与运算法则

5.2.1 对数的运算法则

如果 0a  且 1, 0, 0a M N   ，那么
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 log log loga a aMN M N  ； log log loga a a
M M N
N

  ；

 log log
a

n
aM n M n R  ； log logm

n
aa

nM M
m



5.2.2 对数的重要公式

loga Na N ； log N
a a N

换底公式：
loglog
log

a
b

a

NN
b

 ；
1log

loga
b

b
a



【推广】 log log log loga b c ab c d d   。

5.3 三角函数的运算法则

5.3.1 积化和差

sin( ) sin cos cos sin cos( ) cos cos sin sin
tan tan cot cot 1tan( ) cot( )

1 tan tan cot cot

           
      
   

    
 

   
 






5.3.2 和差化积

sin sin 2sin cos
2 2

sin sin 2cos sin
2 2

cos cos 2cos cos
2 2

cos cos 2sin sin
2 2

    

    

    

    

 
 

 
 

 
 

 
 

5.3.3 倍角公式

2 2 2 2

2

2

sin 2 2sin cos
cos 2 2cos 1 1 2sin cos sin

cot 1cot 2
2cot
2 tantan 2

1 tan

  

    








     







5.3.4 半角公式

1 cos 1 cossin cos
2 2 2 2

1 cos 1 cos sin 1 cos 1 cos sintan cot
2 1 cos sin 1 cos 2 1 cos sin 1 cos

   

       
     

 
   

   
       

   
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5.3.5 万能公式

2

2 2
2 1sin cos tan

1 1 2
u u xx x u
u u


  

 
，　 ，　

二、极限部分

1、两个重要极限

0

sinlim 1
x

x
x



1

0

1 1lim(1 ) , lim(1 ) , lim(1 )x nx
x x n

e x e e
x n  

     

2、极限的四则运算

设
0 0

lim ( ) , lim ( )
x x x x

f x A g x B
 

 

1）
0 0 0

lim[ ( ) ( )] lim ( ) lim ( )
x x x x x x

f x g x f x g x A B
  

    

2）
0 0 0

lim[ ( ) ( )] lim ( ) lim ( )
x x x x x x

f x g x f x g x A B
  

    

3） 0

0

0

lim ( )( )lim ( 0)
( ) lim ( )

x x

x x
x x

f xf x A B
g x g x B






  

3、函数、极限、无穷小关系定理

0

lim ( ) ( ) ( )
x x

f x A f x A x


    ，其中
0

lim ( ) 0
x x

x


 ，即 ( )x 是 0x x 时的无穷小

4、无穷小的运算

有限个无穷小的和仍为无穷小

有限个无穷小的积仍为无穷小

有界函数乘以无穷小量仍然是无穷小量

5、无穷小的比较

设
0 0

lim ( ) 0, lim ( ) 0
x x x x

x x 
 

 

1）若
0

( )lim 0
( )x x

x
x




 ，则称当 0x x 时， ( )x 是比 ( )x 高阶的无穷小， ( )x 是比 ( )x

低阶的无穷小，记作 ( ) ( ( ))x x  

2）若
0

( )lim 0
( )x x

x c
x




  ，则称当 0x x 时， ( )x 与 ( )x 是同阶的无穷小
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3）若
0

( )lim 1
( )x x

x
x




 ，则称当 0x x 时， ( )x 与 ( )x 是等价无穷小，记作 ( ) ( )x x 

4）若
0

( )lim 0, 0
( )kx x

x c k
x




   ，则称当 0x x 时， ( )x 是 ( )x 的 k 阶无穷小

6、常见的无穷小代换

当 x → 0 时， ~ sin , tan , arcsin , arctanx x x x x x x x  

211 , 1 ln , (1 ) 1 ,1 cos , ln(1 )
2

x xe x a x a x x x x x x          

三、一元函数微分部分

1、基本求导公式
2 2(sin) cos (cos ) sin (tan ) sec (cot ) cscx x x x x x x        

2 2

1 1(sec ) sec tan (csc ) csc cot (arcsin ) (arccos )
1 1

x x x x x x x x
x x

          
 

    1
2 2

1 1(arctan ) (arccot ) 0
1 1

n nx x C x nx
x x

     
 

1 1( ) ln ( ) (log ) (ln )
ln

x x x x
aa a a e e x x

x a x
      

2、函数的和、差、积、商的求导公式

1）        u x v x u x v x      

2）            u x v x u x v x u x v x      

3）
 
 

       
    2 0

u x u x v x u x v x
v x

v x v x

   
  

 
　　

3、反函数的求导法则

如果函数 ( )x f y 在区间 yI 内单调、可导且 ( ) 0f y  ，则它的反函数 1( )y f x 在

区间  ( ),x yI x x f y y I   内也可导，且 1 1[ ( )]
( )

f x
f y

  


或
1dy
dxdx
dy



即反函数的导数等于直接函数导数的倒数。
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4、复合函数的求导法则

设 ( ), ( )y f u u x  ，如果 ( )u x 在点 x 处可导， ( )f u 在相应的点 u 可导，则

( ( ))y f x 在点 x处可导，且有 ( ) ( )u x
dy dy du f u x
dx du dx

    

5、莱布尼茨公式

设 ( )u u x 及 ( )v v x 在点 x处具有 n阶导数，则 ( ) ( ) ( )

0
( )

n
n k n k k

n
k

uv C u v





6、微分的计算

dy y dx

7、微分中值定理

1）罗尔中值定理（三条件一结论）

设 ( )y f x 在[ , ]a b 上连续，在 ( , )a b 内可导，且 ( ) ( )f a f b ，则在 ( , )a b 内至少存在

一点 ( )a b   ，使得 ( ) 0f   。

2）拉格朗日中值定理（两条件一结论）

设 ( )y f x 在[ , ]a b 上连续，在 ( , )a b 内可导，则在 ( , )a b 内至少存在一点 ( )a b   ，

使得 ( ) ( ) ( )( )f b f a f b a   。

3）柯西中值定理（两个半条件一结论）

设 ( ), ( )f x F x 在[ , ]a b 上连续，在 ( , )a b 内可导，且 ( ) 0, ( , )F x x a b   则在 ( , )a b 内至

少存在一点 ( )a b   ，使得
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
f b f a f
F b F a F








。

4）泰勒中值定理

设 ( )y f x 在含有 0x 的某个开区间 ( , )a b 内具有直到 ( 1)n  阶的导数，则当 ( , )x a b 时，

( )
20 0

0 0 0 0 0
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ...... ( ) ( )
2! !

n
n

n
f x f xf x f x f x x x x x x x R x

n
¢= + - + - + - +

其中
( )

( 1)
1

0
( )( ) ( )
1 !

n
nfR x x x

n
x+

+= -
+

，x 在 0x 与 x之间。

上 述 公 式 称 为 n 阶 的 泰 勒 公 式 ，
( )

( 1)
1

0
( ) ( )
1 !

n
nf x x

n
x+

+-
+

称 为 拉 格 朗 日 型 余 项 ， 而

0( ) [( ) ]nnR x x xo= - 称为皮亚诺余项。当 0 0x  的泰勒公式称为麦克劳林公式。

下列是五个常用的麦克劳林公式：

 
2

1 ......
2! !

n
x nx xe x x

n
     
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 
3 5 2 1

2 1sin ...... ( 1)
3! 5! (2 1)!

n
n nx x xx x x

n



      



 
2 4 2

2cos 1 ...... ( 1)
2! 4! (2 )!

n
n nx x xx x

n
      

 
2 3 1

1ln(1 ) ...... ( 1)
2 3 1

n
n nx x xx x x
n




       


( 1 1)x  

 2( 1) ( 1)...( 1)(1 ) 1 ......
2! !

n nnx x x x x
n

         
      

（ , ( 1,1)R x    ）

8、导数的应用

1）判单调

设 ( )y f x 称在[ , ]a b 上连续，在 ( , )a b 内可导，如果在 ( , )a b 内 ( ) 0f x  ，则 ( )y f x

称在[ , ]a b 上单调增加；在 ( , )a b 内 ( ) 0f x  ，则 ( )y f x 称在[ , ]a b 上单调减少；

2）判凹凸

设 ( )y f x 称 在 [ , ]a b 上 连 续 ， 在 ( , )a b 内 具 有 一 阶 和 二 阶 导 数 ， 若 在 ( , )a b 内

( ) 0f x  ，则 ( )y f x 称在[ , ]a b 上是凹的；在 ( , )a b 内 ( ) 0f x  ，则 ( )y f x 称在[ , ]a b

上是凸的；

3）极值的判定

（1）设函数 ( )f x 在点 0x 处连续，且在 0x 的某去心邻域 0( , )U x
o

d 内可导。

（i）若 0 0( , )x x xdÎ - 时， 0( ) 0f x¢ > ，而 0 0( , )x x x dÎ + 时， 0( ) 0f x¢ < ，则 ( )f x 在

点 0x 处取得极大值。

（ii）若 0 0( , )x x xdÎ - 时， 0( ) 0f x¢ < ，而 0 0( , )x x x dÎ + 时， 0( ) 0f x¢ > ，则 ( )f x 在

点 0x 处取得极小值。

（iii）若 0( , )x U x
o

dÎ 时， 0( )f x¢ 的符号保持不变，则 ( )f x 点 0x 处没有极值。

（2）设函数 ( )f x 在点 0x 处具有二阶导数且 0( ) 0f x¢ = ， 0( ) 0f x ¹ ，那么

（i）当 0( ) 0f x < 时，函数 ( )f x 点 0x 处取得极大值。

（ii）当 0( ) 0f x > 时，函数 ( )f x 点 0x 处取得极小值。

4）求渐近

（1）若 lim ( )
x

f x c


 ，则有水平渐近线 y c

（2）若
0

lim ( )
x x

f x


  ，则有垂直渐近线 0x x
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（3）若
( )lim 0, lim[ ( ) ]

x x

f x k f x kx b
x 

    ，则有斜渐近线 y kx b 

四、一元函数积分部分

1、不定积分基本积分表
1

1

a
a xx dx C

a



 
 （ 1a   ，实常数）

1 lndx x C
x

 
1

ln
x xa dx a C

a
  （ 0a  ， 1a  ） x xe dx e C 

cos sinxdx x C  sin cosxdx x C  
2

2

1sec tan
cos

xdx dx x C
x

    2
2

1csc cot
sin

xdx dx x C
x

    
tan sec secx xdx x C  cot c cscxcs xdx x C  
tan ln cosxdx x C   cot ln sinxdx x C 
sec ln sec tanxdx x x C   c ln c cotcs xdx cs x x C  

2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2
2 2 2 2

ln( ) ln
2 2 2 2

arcsin
2 2

x a x ax a dx x a x x a C x a dx x a x x a C

x a xa x dx a x C
a

             

    

 



2 2
arcsindx x C

aa x
 


 （ 0a  ） 2 2

1 arctandx x C
a x a a

 
 （ 0a  ）

2 2
1 ln
2

dx a x C
a x a a x


 

  ( 0a  ) 2 2

2 2
lndx x x a C

x a
   


 ( 0a  )

2、不定积分的性质

1） ( ( ) ) ( )f x dx f x  ( ( ) ) ( )d f x dx f x dx
( ) ( )F x dx F x C   ( ) ( )dF x F x C 

2） ( ) ( )kf x dx k f x dx 
3） [ ( ) ( )] ( ) ( )f x g x dx f x dx g x dx    

3、不定积分的计算方法

1）换元积分法  ( ) ( ) ( )f x x dx f u du    
第一换元法

第二换元法

2）分部积分法 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )u x d x u x x x du x    
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4、定积分基本性质

1）      0,
a a b

a b a
f x dx f x dx f x dx    

2）    
b b

a a
f x dx f t dt  （定积分与积分变量无关）

3）    
b b

a a
kf x dx k f x dx 

4） [ ( ) ( )] ( ) ( )
b b b

a a a
f x g x dx f x dx g x dx    

5）      
b c b

a a c
f x dx f x dx f x dx   

6） ( )
b

a
kdx k b a 

7）如果在区间[ , ]a b 上， ( ) 0f x  ，则 ( ) 0 ( )
b

a
f x a b 

8）在区间[ , ]a b 上，      f x g x ，则    
b b

a a
f x dx g x dx 

9）    
b b

a a
f x dx f x dx 

10）       ( )
b

a
m b a f x dx M b a a b     其中m是  f x 的最小值，M 是最大

值

11）定积分中值定理

设 ( )f x 在[ , ]a b 上连续，则存在 [ , ]a b  或  ,a b  ，使     
b

a
f x dx f b a 

5、牛顿-莱布尼茨公式（牛-莱公式）

如 果  F x 是 连 续 函 数  f x 在 上 的 一 个 原 函 数 ， 则

       
b b

aa
f x dx F x F b F a   。

6、微积分基本定理

设 ( )f x 在 区 间 [ , ]a b 上 连 续 ， 则 ( ) ( )
x

a
x f t dt   在 [ , ]a b 上 可 导 ， 且

( ) ( )( )x f x a x b   

7、常见的定积分公式

2 2
20 0

1sin cosn n
n n

nI xdx xdx I
n

 




   
8、定积分的几何应用

1）平面图形的面积
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（1）直角坐标情形 ( )
b

a
A f x dx 

（2）参数方程情形
( )

( ) ( ) .
( )

x t
A t t dt

y t





 


  

 其中 （  ,t   ）

2、旋转体体积

1） 2( )
b

x a
V f x dx  2） 2 ( )

b

y a
V xf x dx 

五、微分方程部分

1、可分离变量的微分方程

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

dy f x g y dy f x dx g y dy f x dx
dx g y

     

2、齐次方程

对齐次方程 ( )dy y
dx x

 ，令
y u
x
 ，y 是 x的函数，u是 x的函数， , ( )x xy xu y xu   ，

dy duu x
dx dx

  ，于是 ( )dy y
dx x

 变为
( )
du dx
u u x




，已是可分离变量的微分方程了。

3、一阶线性，三大定势

有微分方程 ( ) ( )dy P x Q x
dx

  的通解公式：
( ) ( )

( ( ) )
P x dx P x dx

y e Q x e C
  

4、二阶线性，三大定势

1）二阶非齐次线性微分方程的通解的结构：非齐通=齐通+非齐特

（1） ( ) ( ) ( )y P x y Q x y f x    的通解： *( ) ( )y Y x y x= + （非齐通=齐通+非齐特）

（2）如果 1( )y x 与 2( )y x 是方程 ( ) ( ) 0y P x y Q x y+ + = 的两个线性无关的特解，

那么 1 1 2 2( ) ( )y C y x C y x= + （ 1 2C C、 是任意常数）就是方程 ( ) ( ) 0y P x y Q x y+ + = 的通

解。

（3） *
1 ( )y x 与 *

2 ( )y x 分别是方程 1( ) ( ) ( )y P x y Q x y f x    和方程

2( ) ( ) ( )y P x y Q x y f x    的特解，那么 * * *
1 2( ) ( ) ( )y x y x y x= + 就是

1 2( ) ( ) ( ) ( )y P x y Q x y f x f x     的特解。

2）二阶线齐次的通解

二阶齐次线性微分方程 0y py qy+ + = ，特征方程为 2 0r pr q+ + = （一元二次方程）

（1） 2 4 0p q    ， 2 0r pr q+ + = 有两个实根 1 2,r r ，

所以 0y py qy+ + = 的通解为： 1 2
1 2
r x r xy C e C e= +
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（2） 2 4 0p q    ， 2 0r pr q+ + = 有重根 1 2r r= ，

所以 0y py qy+ + = 的通解为： 1
1 2( ) r xy C C x e= +

（3） 2 4 0p q    ， 2 0r pr q+ + = 有两个实虚根 1 2,r r ，

所以 0y py qy+ + = 的通解为： 1 2( cos sin ) xy C x C x eab b= +

3）二阶常系数非齐次线性微分方程的特解

（1） ( ) kx
my py qy P x e+ + = ，其特解应与 ( ) kx

mP x e 为同名函数， * ( )s kx
my x Q x e= （其中

k 是特征方程的 s重根： 0s  或 1，或 2， sx 为修正项）

（2） [ ( )cos ( )sin ]kx
l ny py qy e P x x P x xw w+ + = + ，其特解应与

[ ( )cos ( )sin ]kx
l ne P x x P x xw w+ 为同名函数， * (1) (2)[ ( )cos ( )sin ]s kx

m my x e R x x R x xw w= +

（其中  max , ,m l n k i  是特征方程的 s重根： 0s  或 1， sx 为修正项）

六、无穷级数部分

1、正项级数敛散性判定

1）比较判别法

 1lim , 0n
n

n

u l l
v



    ；

1
n

n
u




 与

1
n

n
v




 同时收敛或同时发散

2）比值审敛法

若 1lim n
n

n

u
u




 ， 1  时，

1
n

n
u




 收敛； 1  时，

1
n

n
u




 发散； 1  时，

1
n

n
u




 比值

审敛法失效；

3）根值审敛法

若 lim , 1n
nn
u  


  时，正项级数

1
n

n
u




 收敛； 1  时，正项级数

1
n

n
u




 发散；

2、交错级数的莱布尼茨判别法

如果交错级数   1

1
1 n

n
n

u






 满足条件：（1）  1 1, 2,3,...n nu u n  （2） lim 0nn
u




则级数收敛，且其和 1s u ，其余项 nr 的绝对值 1n nr u  。

3、求幂级数的收敛半径及收敛区间

对于    
 

1
1 1 1

0 0
, lim lim lim

n
nn n n

n n nn n nn n n n n

u x a x au x a x x
u x a x a

 
  

  
 

   
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若 1lim 0n

n
n

a
a



 ，收敛半径 R 为

若 1lim 0n

n
n

a
a




  ，这时 1lim 1n

n
n

ax x
a




  ，幂级数收敛，且为绝对收敛，

1x


 ，

所以收敛半径
1R




4、幂级数逐项求导求积分

设幂级数
0

n
n

n
a x




 的收敛半径为 R ，则在  ,R R 内有三条性质：

（1）
0

n
n

n
a x




 的和函数  f x 是连续的

（2）
0

n
n

n
a x




 可逐项微分，且

     1

0 0 1
; ,n n n

n n n
n n n

f x a x a x na x x R R
  



  

       
 
  

（3）
0

n
n

n
a x




 可逐项积分，且

   1

0 0 0
0 0 0

; ,
1

x x xn n nn
n n

n n n

af x dx a x dx a x dx x x R R
n

  


  

    
    

七、向量部分

1、向量的基本概念

1）向量的坐标  , ,x y z x y za a a a a i a j a k   
   

在相应坐标轴上的投影

2）模长： 222
zyx aaaa 



3）方向余弦：
2 2 2

cos
| |

x x

x y z

a a
a a aa

  
 

，
2 2 2

cos
| |

y y

x y z

a a

a a aa
  

 

2 2 2
cos

| |
z z

x y z

a a
a a aa

  
 

4）单位向量  cos ,cos ,cosa   

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2、向量的运算

1）向量的数量积


 ba ： a b
 

 cos x x y y z za b a b a b a b
 

   

2）性质：（1）
2

a a a
  

   222
zyx aaaa 



（2） 0a b a b
   

     0 zzyyxx bababa

3、空间解析几何

1）空间两点距离公式 2
12

2
12

2
12 )()()( zzyyxxPQ 

2）空间平面、直线方程

空间平面方程：

点法式 0)()()( 000  zzCyyBxxA

一般式 0 DCzByAx

截距式 1
c
z

b
y

a
x

点到平面的距离
222

000

CBA

DCzByAx
d






（2）空间直线方程

一般式







0
0

2222

1111

DzCyBxA
DzCyBxA

点向式（对称式）
n
zz

m
yy

l
xx 000 







（分母为 0，相应的分子也理解为 0）

参数式














ktzz
mtyy
ltxx

0

0

0

（3）空间线、面间的关系

两平面间的夹角：两平面的法向量


1n ，


2n 的夹角 （通常取锐角）

两平面位置关系： 1 // 2 


1n //


2n 
2

1

2

1

2

1

C
C

B
B

A
A



1  2 


1n 


2n  0212121  CCBBAA

两直线间的夹角：两直线的方向向量的夹角 （取锐角）

两直线位置关系： 1L // 2L 


1a //


2a 
2

1

2

1

2

1

n
n

m
m

l
l


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1L  2L 


1a 


2a  0212121  nnmmll

平面与直线间的夹角

线面夹角：当直线与平面不垂直时，直线与它在平面上的投影直线之间的夹角（取锐

角）称为直线与平面的夹角。当直线与平面垂直时，
2
  （  

2
）

线面位置关系： L // 


a


 n  0 nCmBlA

L  


a


n// 
C
n

B
m

A
l


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